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1 VORWORT 2

1 Vorwort

Ich interessiere mich schon immer sehr fiir Mathematik. In meiner Freizeit
lese ich verschiedene Biicher zu diesem Thema. Das Spektrum reicht iiber
Sachbiicher, Lehrbiicher bis hin zu Biichern iiber die sog. Héhere Mathematik.
Bereits in den Sommerferien 1994 fand ich im Schiilerduden ,,Die Mathematik “
(Dudenverlag, Mannheim 1991) die folgenden Textstellen:

Im Band IT kann man auf Seite 27 folgende Definition lesen.

[...] Eine reelle Zahl heifit algebraisch, wenn sie Losung einer alge-
braischen Gleichung a,z™ +a, 12" ' +---+a1x +ag = 0 ist; dabei
sind die Koeffizienten ag, ay, ..., a,_1,a, ganze Zahlen.

Im Band I dieses Schiilerdudens steht auf Seite 505:

c.) Transzendent heiflen alle reellen Zahlen, die nicht algebraisch
sind, z.B. die Zahlen [...] sin 20°.

Diese Aussage machte mich stutzig. Meine Vermutung, dafl dieses konkrete
Beispiel im Hinblick auf die allgemeine Definition algebraischer Zahlen nicht
korrekt ist, habe ich bereits im Oktober 1994 bestdtigen konnen. Mein Ergebnis
war, dafl sin 20° Nullstelle des Polynoms

P(z) = 642° — 962 + 3622 — 3

und damit nicht transzendent, sondern algebraisch ist. Somit ist die Aussage
im Band I inkorrekt.

Nachdem mir diese Entdeckung gelungen war, machte ich mich an die Ar-
beit, weitere algebraische Sinuswerte von ganzzahligen ,,Gradzahlen“ zu finden.
Dabei entlockte ich Schritt fiir Schritt diesen Zahlen ihr Geheimnis. Das Er-
gebnis dieser Suche ist der Inhalt dieser Facharbeit. Mein Anliegen ist es, den
folgenden Satz zu beweisen:

Wenn cos z algebraisch ist, dann ist cos(rz) auch algebraisch fiir r € Q.

Zur Beweisfiihrung dieser Aussage bendtige ich allerdings einen Hilfssatz.
Dieser Hilfssatz besagt, daff die Summe und das Produkt zweier algebraischen
Zahlen wieder algebraisch sind. Bei der Erarbeitung des Beweises bekam ich
Unterstiitzung von Prof. Dr. G. Stroth aus dem Institut fiir Algebra und
Geometrie an der Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg.

Halle, im April 1996 Patrick Reichert
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2 Definitionen und Beweis von Hilfssitzen

Zunichst bendtigen wir zwei Begriffe:

(1) Eine Teilmenge K von C, die gegen Addition, Multiplikation und Inver-
senbildung abgeschlossen ist, nennen wir einen Kérper.

(2) Eine Menge V, auf der eine Addition definiert ist, so daf gilt

(a) a+b=b+afiralea,beV

(b) (a+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € V

(¢c) 0+a=a+0=afirallea€e Vundein 0 €V
heifit K-Vektorraum fiir einen Korper K, falls eine Skalarmultiplikation
v, A € K, v € V definiert ist, so dafl

(d) A(vi +v2) = Avg + e fiir alle v1,v3 € V,A €K

(e) (A1 + A2)v=Xv+ Mo fiir alle A, e K,v eV

(f) (M A2)v = Ar(Agv) fiir alle M, My e K,v €V

(g) lv=wfiralleveV

(h)y Ov=0firalleveV

Beispiele:

(1) {a+bv2:a,b€ Q} ist ein Q -Vektorraum (Addition und Skalarmultipli-
kation wie in C)

(2) {(z,y) : z,y € Q} ist auch Q -Vektorraum

(x1,y1) + (22,92) = (21 + 2,91 + y2)
Az, y) = (Az,My), X € Q.

Bemerkung: Von dem Standpunkt der Strukturtheorie sind beide Vektorriume

gleich.

Sei V ein K-Vektorraum, M = {my,...,m,} C V. Dann ist nach Definition
des Vektorraumes stets

W= {Zaimi:ai EK} CV.
i=1

Ist W =V, so nennen wir M ein Erzeugendensystem von V.
Im ersten Beispiel ist {1, \/5} ein Erzeugendensystem. Im zweiten Beispiel ist
{(1,0),(0,1)} ein Erzeugendensystem: (z,y) = z(1,0) +y(0,1) !

Sei V ein K-Vektorraum, M = {mj,ma,...,m,} C V. Wir sagen, M ist
linear unabhdngig, falls aus

n
Zaimizo, a; € K

i=1

stets a; =0, i =1,...,n folgt. Die Darstellung der Null ist also eindeutig.
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Im ersten Beispiel ist {1,1/2} linear unabhingig, da
a-1+bvV2=0€C, a,b€Q

natiirlich a = 0, b = 0 zur Folge hat.

Im zweiten Beispiel ist {(1,0), (0,1)} linear unabhingig:
(0,0) =a (1,0) + b (0,1) = (a,b).

FEin Erzeugendensystem, das linear unabhingig ist, nennen wir eine Basis.

Satz 2.1 Sei M = {my,...,my} ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes
V, so enthdilt M eine Basis.

Beweis. Sei N C M, N Erzeugendensystem, |N| minimal. Bei geeigneter
Anordnung ist N = {mq,...,my},|N| = k.

Behauptung: N ist linear unabhingig. Sei

k
E a;m; = 0.
i=1

Sei a; # 0 fiir ein j. Dann ist

k
_ -1
mj; = —aj a;m;
i=1

i#j

Ist v € V, soist

k
v = E b,mz
i=1

mit geeigneten b; € K, da N ein Erzeugendensystem ist. Nun kdnnen wir aber
m; ersetzen:

k k
v = Z bim; + bj —aj_l Z a;m;
iz iz
Also ist N — {m;} auch ein Erzeugendensystem. Die minimale Wahl von N

liefert einen Widerspruch. Somit ist a; = 0 fiir alle j = 1,...,k, d.h. N ist
linear unabhingig. Damit ist IN eine Basis.

Korollar 2.2 Hat ein K-Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem, so hat
er auch eine Basis.

Im Beispiel 1 ist {1,1/2} eine Basis. Im zweiten Beispiel ist {(1,0), (0,1)} eine
Basis.
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Satz 2.3 Sei V ein K-Vektorraum mit Basis {b1,...,b,} und {mq,...,my}
eine linear unabhdngige Teilmenge von V, so ist k < n.

Beweis. Sei m; € {m1,...,my}. Da {b1,...,b,} eine Basis ist, ist

n
m; = E ajbj
Jj=1

mit geeigneten a; € K. Da m; # 0 ist, gibt es ein ¢ mit a; # 0.

Behauptung: Dann ist {b1,...,bs—1,m4,bty1,...,b,} = B eine Basis (d.h. wir
haben b; durch m; ersetzt).

Wir miissen zeigen, daf B linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem ist.
(1) linear unabhéingig:

Sei

n
Z.’L’jb]‘ +zym; =0, T; € K.
j=1

Rt

Ist x4 # 0, so ist

n
m; = —.’L't_l E .’L‘jbj
=1

it

Andererseits war

n
m; = Za]’b]’ + aby, a; # 0.

j=1

it
Somit ist
n
0= Z(aj + iL‘t_le)bj + atby.
=

Da {b1,...,by} linear unabhingig ist, ist a; = 0, ein Widerspruch.
Somit ist z; = 0. Also ist

n
Z.Z’jbj =0.
j=1
Gt
Da {b1,...,by} linear unabhingig ist, ist nun z; = 0, j # ¢. Also ist B linear
unabhéngig.

(2) B ist ein Erzeugendensystem:
Sei v € V. Dann gibt es z; € K mit

n
v = Z .CIIjbj.
j=1
Es ist

n
m; = Za]’b]’ + aby, a; # 0.
o
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Also ist

n
— _1 P— . .
by = a; m; E a;b;
i=1
it

Also ist

n n
— . . 71 . . .
v = E z;b; + zra4 m; — E a;b;
j=1 =1
it izt

Damit ist B ein Erzeugendensystem.

Nun kénnen wir nacheinander b’s aus {b1,...,b,} durch m’s aus {my,...,my}
ersetzen.

Dabei mufl man aber sicherstellen, daf§ wirklich immer b’s (und nicht in einem
spéteren Schritt auch m’s) ersetzt werden. d.h. wir miissen zeigen:

Sei {m1,...,mp,byry1,...,b,} eine Basis (bei geeigneter Anordnung konnen wir
annehmen, daf} die ersten r der m’s die ersten r der b’s ersetzen), so gibt es ein
bj € {brs1,...,bp}, das wir durch m,41 ersetzen konnen, d.h. bei geeigneter
Anordnung ist {m1,...,mr41,br42,...,by} eine Basis.

Sei

r n
Mpy1 = E T;my; + E .’L’jb]‘
Jj=1

j=r+1

Nach dem vorher bewiesenen Resultat geniigt es zu zeigen, dafl ein z; mit
j > r+ 1 ungleich Null ist. Sei also ; =0, j > r 4+ 1. Dann ist

T
Mmry1 = E T
Jj=1

oder 0 = zymy + xams + - - + zpmy + (—1)myg.

Hier sind aber nicht alle Koeffizienten gleich Null, was der linearen Unabhéngig-
keit von {my, ..., my} widerspricht.

Indem wir dieses Verfahren bis zu Ende fortsetzen, erhalten wir eine Basis
{ml, . .,mk,bk_H, ‘e ,bn}

Alsoist k < n.

Korollar 2.4 Seien B1,B2 Basen des endlich erzeugten K-Vektorraumes V,
s0 ist |B1| = |Ba|.

Beweis. Es ist B1 linear unabhingig. Also ist nach Satz 2.3 |B1| < |B2|.
Es ist By linear unabhingig, also ist nach Satz 2.3 |Bz| < |B1|. Daraus folgt
|B1| = [Bal.

Die Anzahl der Elemente in einer Basis nennt man die Dimension. Beide Vek-
torrdume des Beispiels haben also Dimension 2.
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Definition 2.5 Sei K ein Kdrper, K C C. FEin u € C nennen wir algebraisch
iber K, falls es Nullstelle eines Polynoms p(x) ist, p(z) # 0:

n
pz) = Zaimia a; € K,an, #0
1=0

und

Satz 2.6 Summe, Produkt und Inverse algebraischer Zahlen iiber K sind wieder
algebraisch, d.h. die algebraischen Zahlen bilden einen Korper.

Beweis. K(u) bezeichne die folgende Teilmenge von C:

{Zbiui:biEK, n; ENU{O}}.

=0

K(u) ist also die Menge aller Linearkombinationen der Potenzen von u mit
Koeffizienten in K. Offenbar ist K(u) ein K-Vektorraum, da Summen von
Linearkombinationen und Vielfache von Linearkombinationen wieder Linear-
kombinationen sind.
Nun wissen wir, dafl

n—1
a,u”™ + E a;u' =0
i=0

ist. Da a, # 0 ist, gilt

n—1
u" = —a,;’ Z aiu’.
i=0
Somit ist 4™ und dann auch jede grofere Potenz u* durch 1,u,...,u""! aus-
driickbar.
Das bedeutet, daf {1,u,...,u" '} ein Erzeugendensystem ist.

Als nichstes zeigen wir:

Lemma 2.7 Ist K ein Kérper, V C C ein endlich dimensionaler K-Vektor-
raum, der gegen Multiplikation abgeschlossen ist — also v,w € V, so istvw € V-
so ist jedes v € V algebraisch iber K.

Beweis. Sei {b1,...,bn} eine Basis von V und v € V. Sei r maximal mit
{1,v,...,0"71} ist linear unabhingig. Nach Satz 2.3 ist r < m. Also ist
{1,v,...,v"} nicht linear unabhingig.

Es gibt somit ¢y, . .., ¢, € K, nicht alle ¢; gleich Null, mit

co+cv+---+cv” =0.
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Setze
,
q(z) =) _
=0

so ist v Nullstelle von ¢, d.h. v ist algebraisch {iber K.

Nach Lemma 2.7 ist jedes v € K(u) algebraisch iiber K. Sei v € K(u),v # 0.
Dann gibt es ein Polynom

mit g(v) = 0.

Also ist ¢, v™ + -+ + c1v + ¢o = 0.

Wir kénnen ¢y # 0 annehmen, da wir sonst in C durch v dividieren koénnten.
Also ist ¢v™ L4 -4+ ¢; = —cov L.

Somit ist v™! € K(u), dav,...,v™! € K(u) ist.

Wir haben gezeigt:

Lemma 2.8 K(u) ist ein Kirper, falls u algebraisch iber K ist, weiter ist K(u)
ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis.
Seien u, v gegeben, beide algebraisch tiber K. Seien

n m
pl@) =) aix’, qlz) =) e’
i=0 =0

Polynome mit a;,¢; € K und p(u) = 0 = g(v).

Nach Lemma 2.8 ist K(u) ein Kérper mit K C K(u). Also ist v auch algebraisch
iiber K(u).

Nach Lemma 2.8 ist K(u)(v) ein endlich dimensionaler K(u)-Vektorraum (wir
haben oben einfach K durch K(u) ersetzt).

Wir zeigen nun, daff K(u)(v) ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist. Dazu
wiederholen wir die Definitionen:

Ku)(v) = {invi :x; € K(u),np € NU {O}}

Ku) = {iyiu":yi € K, ng ENU{O}}

=0
Da aber {1,...,u"" '} ein Erzeugendensystem fiir K(u) war und entsprechend
{1,...,9™71} ein Erzeugendensystem fiir K(u)(v) als K(u)-Vektorraum ist,

konnen wir nun wie folgt argumentieren.
Sei w € K(u)(v). Dann gibt es z; € K(u) mit

m—1

w = E ;0"

=0
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Da z; € K(u) ist, gibt es fiir jedes ¢ Elemente y;; € K mit

n—1
- E g
T; = Yiju” -
=0

Also ist
m—1 [n—1 m—1n—1
— i
w = E szU] v = E E Yij uv, Yi5 € K
i=0 7=0 i=0 j=0

Also ist {ufv? : 0 < i <n-—1, 0<j <m—1} ein Erzeugendensystem von
K(u)(v) als K-Vektorraum.

Damit ist K(u)(v) endlich dimensional nach Satz 2.1.

Nach Lemma 2.8 ist K(u)(v) ein Korper, also multiplikativ abgeschlossen.
Nach Lemma 2.7 ist jedes Element aus K(u)(v) algebraisch iiber K.

Es sind v + v und uv € K(u)(v) !

Es folgen nun eine Reihe von Hilfssdtzen, die spiter benttigt werden.

Lemma 2.9 Fiir jedes n € N existiert ein Polynom gy, fiir das
gn(cosx) = cos(nz)

gilt.

Beweis. Aus der Moivreschen Formel
(cosp +isinp)™ = cos(ny) + isin(ny)

erhilt man mit Hilfe des binomischen Satzes

n

(a+b)" = Z (:) a™ "kt

k=0
die Beziehung:

n

Z (Z) cos" ¥ iF sinfp = cosnyp + i sinngp
k=0

Daraus erhilt man
[n/2]

cosny = Z (-1)* (272) cos™ 2k psin®k o
k=0
Nun gilt:
sin?*p = (1 —cos?p)k
bk
sin?fy = Z (m) (=1)™ cos®™
m=0

Daraus erhilt man:

n/2] k

[
cosnp = Z (2nk> (:L) (=1)ktm cogn—2ht2m,

k=0 m=0
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Setzt man nun
[n/2] & n k
= k+ —2k+2
@) =3 3 (3) (5)copmanieen,
k=0 m=0
gilt g, (cosz) = cos(nz).

Hierbei ist g,, offensichtlich eine Polynom.

Lemma 2.10 Ist cosz algebraisch, dann ist cos(z/n) ebenfalls algebraisch fiir
jedes n € Z,n # 0.

Beweis: Da cosx = cos(—z) gilt, kann man von n > 0, d.h. n ist natiirlich,
ausgehen.
Da nach Voraussetzung cos z algebraisch ist, existiert ein Polynom f, fiir das

f(cosz) =0

gilt.
Nach Lemma 2.9 existiert fiir jedes natiirliche n ein Polynom g, fiir das

gn(cosx) = cosnx

gilt.
Daraus folgt:

gn(cos(z/n)) = cosx.
Weiter folgt daraus:

J(gn(cos(z/n))) = f(cosz)
f(gn(cos(z/n))) = 0.
Sei h die Funktion, die man bei Verkettung der Polynome f und g, erhilt:

hz) = f(gn(x)).
Dann ist h ebenfalls ein Polynom. Man erhilt also:
h(cos(z/n)) = 0.

Damit ist cos(z/n) algebraisch.
Lemma 2.11 Wenn c algebraisch ist, dann ist v/c ebenfalls algebraisch.
Beweis. Da c algebraisch ist, existiert ein Polynom
n
p(z) =) @',
i=0
so dafl
p(e) = Zaici =0
i=0
gilt. Nun ist /¢ Losung von folgender algebraischen Gleichung;:
Zaimm =0, da Za,-(\/z)” = Zaici =0
1=0 =0 =0

Somit ist 4/c algebraisch.
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Lemma 2.12 Wenn cosz algebraisch ist, dann ist auch sinx algebraisch.

Beweis. Da cosz algebraisch ist, ist nach Satz 2.6 (cosz)(cosz) = cos® z alge-
braisch.

Da 1 algebraisch ist, ist nach Satz 2.6 dann (1 — cos? z) algebraisch.

Nach Lemma 2.11 ist dann v/1 — cos? x = sin z algebraisch.

Lemma 2.13 Wenn cosz algebraisch ist, dann ist cos(kz) auch algebraisch fiir
jedes k € Z.

Beweis. Man kann k > 0 voraussetzen, da cosz = cos(—z) gilt. (Fiir k = 0 gilt
die Behauptung ohnehin.)

Der Beweis wird mit Hilfe der vollstandigen Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang: Fiir k = 1 gilt die Behauptung, denn cosz ist nach Voraus-
setzung algebraisch.

Induktionsvoraussetzung: cos kx ist algebraisch.

Induktionsbehauptung: cos(k + 1)z ist algebraisch.

Induktionsbeweis:

cos(kx + ) = cos kx cos z — sin kz sin x
Nun gilt:
(1) cos kz ist nach Induktionsvoraussetzung algebraisch.

2) cosz ist nach Voraussetzung algebraisch.

2)
(3) sin kz ist nach Lemma 2.12 algebraisch, da cos kz nach (1) algebraisch ist.
(4) sinz ist nach Lemma 2.12 algebraisch, da cosz nach (2) algebraisch ist.
(5) Nach Satz 2.6 ist coskz cosz algebraisch, da nach (1) bzw. (2) coskzx
bzw. cos x algebraisch ist.

(6) Nach Satz 2.6 ist sinkxzsinz algebraisch, da nach (3) bzw. (4) sinkx
bzw. sinz algebraisch ist. Demnach ist natiirlich auch (—sinkz sinx)
algebraisch.

(7) Nach Satz 2.6 ist cos kx cosz — sin kx sinz = cos(k + 1)z algebraisch, da
nach (5) bzw. (6) die Summanden dieser Summe algebraisch sind.

3 Beweis des Haupt-Satzes

Satz 3.1 Wenn cosz algebraisch ist, dann ist cos(rx) auch algebraisch fiir

r € Q.

Beweis. Jede rationale Zahl r 148t sich als Quotient zweier ganzer Zahlen dar-
stellen.

Sei r = p/q mit p,q € Z,q # 0.

Nach Lemma 2.13 ist dann cos(pz) algebraisch.

Nach Lemma 2.10 ist dann cos[(pz)/q] = cos[(p/q)z] = cos(rz) algebraisch.
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